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Approche logarithmique des noyaux e´tales
sauvages des corps de nombres∗
Jean-Franc¸ois Jaulent & Alexis Michel
Abstract.We study the ℓ-part of the the wild e´tale kernelsWK2i(F ) of an arbitary number
field F for a given prime ℓ in connection with the logarithmic ℓ-class groups eCℓF . From
the logarithmic arithmetic we deduce rank formulas, periodicity and reflection theorems,
triviality characterizations and various consequences.
Re´sume´. Nous e´tudions la ℓ-partie des noyaux e´tales sauvage WK2i(F ) d’un corps de
nombres arbitaire F en liaison avec l’arithme´tique des classes logarithmiques. Nous en
de´duisons notamment des formules de rang, des re´sultats de pe´riodicite´ et de re´flexion, des
caracte´risations de la trivialite´, ainsi que diverses conse´quences.
Introduction.
Introduits par P. Schneider [Sc] comme noyaux de localisation pour certains
groupes de cohomologie ℓ-adique attache´s a` un corps de nombres F , les ℓ-noyaux
e´tales sauvagesWK2i(F ) ont e´te´ interpre´te´s en termes de K-the´orie supe´rieure suite
en particulier aux travaux de C. Soule´ [So], W. Dwyer & E. Friedlander [DF], G.
Banaszak [Ba1, Ba2, Ba3], et ainsi nomme´s par T. Nguyen Quang Do [Ng1] car ils
co¨ıncident pour 2i = 2 avec les noyaux sauvages usuels de la K-the´orie, en vertu de
la conjecture de Quillen-Lichtenbaum e´tablie dans ce cas par Tate.
Nous sommes plus particulie`rement inte´resse´s ici par certaines de leurs proprie´te´s
arithme´tiques de´ja` e´tudie´s par plusieurs auteurs ; notamment par M. Kolster [Ko3],
en liaison avec la conjecture de Leopoldt ; par J.-F. Jaulent et F. Soriano [JS2]
pour 2i = 2, sous celle de Gross (cf. [FG, Ja6]), en lien avec le ℓ-groupe des classes
logarithmiques.
L’objet du pre´sent travail est ainsi de ge´ne´raliser les re´sultats de [JS2] a` n’importe
quel corps de nombres, pour tout i dans Z et inde´pendamment de toute conjecture.
Le principe de notre me´thode est simple : Partant de la description tordue a`
la Tate de ces divers groupes en haut de la tour cyclotomique, nous en de´duisons
par codescente, sous l’hypothe`se essentielle de procyclicite´1 de la tour cyclotomique
F [ζℓ∞ ]/F , des relations pre´cises entre les ℓ-noyaux WK2i(F ) et le ℓ-groupe des
classes logarithmiques du corps F [ζ2ℓ], lesquelles permettent en retour de trans-
porter aux noyaux e´tales sauvages les informations sur ce groupe donne´es par la
The´orie logarithmique des genres et, plus ge´ne´ralement, l’arithme´tique des classes
et des unite´s logarithmiques de´veloppe´e pour elle-meˆme dans [Ja6].
Outre les perspectives algorithmiques qu’ouvre notre approche (cf. [DS, Dy]),
il nous parait important de souligner trois points : D’abord la simplicite´ des re´-
sultats obtenus2. Ensuite les implications heuristiques de cette description, dont la
discussion finale en appendice est une assez belle illustration. Enfin l’importance de
l’hypothe`se de procyclicite´ pour ℓ = 2, en l’absence de laquelle le bon approximant
∗J. Number Th. 120 (2006), 72–91.
1Hypothe`se qui est naturellement ve´rifie´e pour tous les premiers ℓ impairs, mais non pour ℓ = 2.
2Le Corollaire 5 en est un exemple parfait.
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des 2-noyaux e´tales n’est plus le 2-groupe des classes logarithmiques qui apparait
dans [Ja5], mais le 2-groupe des classes positives Cℓ posF introduit a` cet effet dans
[JS3], en cohe´rence avec les re´sultats de [Hu1]. Ce dernier point est a` mettre en
relation avec le fait que le 2-noyau sauvage WK2i(F ) ne co¨ıncide pas dans ce cas
avec le sous-groupe des e´le´ments de hauteur infinie de la 2-partie du groupe K2i(F )
(cf. [Ta, Hu2, Hu3, HR, JS4]).
Remerciements. Le pre´sent article est la re´daction d’une confe´rence donne´e a` Metz en
juin 2002 lors d’un colloque sur la K-the´orie des corps de nombres. Les auteurs remercient
tout particulie`rement le rapporteur pour les ame´liorations apporte´es a` leur texte.
1. Classes logarithmiques et noyaux e´tales sauvages
Nous nous plac¸ons tout au long de cet article dans la situation ge´ne´rale suivante :
le nombre premier ℓ e´tant fixe´, nous de´signons par F un corps de nombres arbitraire,
a` cette seule re´serve3 que nous demandons que l’extension cyclotomique F [ζℓ∞ ]/F ,
engendre´e par les racines d’ordre ℓ-primaire de l’unite´, soit procyclique.
1.a. Le contexte galoisien semi-simple
Le corps F e´tant fixe´, nous notons L une extension abe´lienne de F , de groupe de
Galois ∆ = Gal(L/F ), de degre´ d e´tranger a` ℓ, et contenant une racine primitive
ℓ-ie`me de l’unite´ ζ. Sous l’hypothe`se ℓ ∤ d, l’alge`bre re´siduelle Fℓ[∆] est ainsi une
alge`bre semi-simple, produit direct d’extensions Fϕ de Fℓ ; l’alge`bre ℓ-adique Zℓ[∆]
une alge`bre semi-locale, produit direct d’extensions non ramifie´es Zϕ de Zℓ ; et les
idempotents primitifs e¯ϕ (respectivement eϕ) correspondant a` leurs de´compositions
respectives :
Fℓ[∆] = ⊕ϕ Fℓ[∆]e¯ϕ = ⊕ϕ Fϕ & Zℓ[∆] = ⊕ϕ Zℓ[∆]eϕ = ⊕ϕ Zϕ
sont donne´s a` partir des caracte`res ℓ-adiques irre´ductibles ϕ de ∆ par les formules
classiques :
eϕ =
1
d
∑
τ∈∆ ϕ(τ
−1)τ , et leurs re´ductions respectives modulo ℓ.
Parmi les caracte`res de ∆ figurent en particulier le caracte´re unite´ 1, dont l’idem-
potent associe´ est donne´ a` partir de la norme alge´brique ν∆ =
∑
τ∈∆ τ par e1 =
1
d ν∆, et le caracte`re cyclotomique ω, caracte´rise´
4 par l’identite´ :
ζτ = ζω(τ) ∀ τ ∈ ∆.
L’inverse5 ω¯ = ω−1 de ω, c’est a` dire le caracte`re de´fini par ω¯(τ) = ω(τ−1), est dit
souvent anticyclotomique, et l’involution
ψ 7→ ψ∗ = ωψ−1,
de l’alge`bre RZℓ(∆) des caracte`res ℓ-adiques virtuels de ∆ est connue traditionnel-
lement sous le nom d’involution du miroir ; on dit encore que ψ∗ est le reflet de ψ.
Les anneaux locaux Zϕ∗ , Zϕωi et Zϕ∗ωi , pour i ∈ N, sont e´videmment isomorphes
a` Zϕ ; ils sont ge´ne´ralement note´s Zφ dans ce qui suit.
Tous les Zℓ[∆]-modules que nous sommes amene´s a` conside´rer plus loin pro-
viennent de Zℓ-modules galoisiens fonctoriellement attache´s a` un corps de nombres.
Il existe donc des applications naturelles de transition, ainsi dans L/F la norme
arithme´tique NL/F (ou restriction) et le morphisme d’extension jL/F (ou corestric-
tion), qui ve´rifient les identite´s :
3Cette condition n’est e´videmment restrictive que pour ℓ = 2.
4En particulier, on a l’e´galite´ ω = 1 si et seulement si le corps K contient ζ.
5 De fac¸on ge´ne´rale, il est commode de noter ψ−1 le caracte`re τ 7→ ψ(τ−1)
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NL/F ◦ jL/F = [L : F ] & jL/F ◦ NL/F = ν∆ =
∑
τ∈∆ τ ,
ou` ν∆ est la norme alge´brique attache´e au groupe ∆. En particulier, l’ordre |∆| =
[L : F ] de ∆ e´tant par hypothe`se inversible dans Zℓ, il en re´sulte que le module
XF associe´ au sous-corps F de L s’identifie canoniquement a` l’image X
e∆
L de celui
attache´ a` L par le projecteur associe´ a` l’idempotent e∆ =
1
|∆| ν∆ =
∑
ϕ∈Rirr
Zℓ
(∆) eϕ ;
proprie´te´ que nous utilisons syste´matiquement dans ce qui suit.
Exemple. Pour illustrer imme´diatement tout cela, regardons plus attentivement ce
qui se passe dans la situation non triviale la plus simple : celle du miroir de Scholz
(cf. [Gr]). Prenons donc ℓ = 3 , F = Q et conside´rons un corps biquadratique
L = Q[
√−3,√d] (avec d ∈ N− {0; 1} sans facteur carre´). Le diagramme des sous-
corps se pre´sente alors comme suit :
L = Q[
√−3,√d]
Kerϕ=<τ>
nn
nn
nn
nn
nn
nn
Kerω=<σ>
<στ>=Kerϕ∗
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Q
k = Q[
√
d]
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Q[
√−3] k∗ = Q[√−3d]
ll
ll
ll
ll
ll
ll
ll
ll
Q
Le groupe de Galois ∆ = Gal(L/Q) est le Vierergru¨ppe de Klein V4 = C2 × C2.
Il posse`de exactement quatre caracte`res 3-adiques irre´ductibles : le caracte`re unite´
1, le caracte`re cyclotomique ω (dont le noyau Kerω fixe pre´cise´ment le sous-corps
cyclotomique Q[j] = Q[
√−3]) et deux autres caracte`res de degre´ 1, l’un re´el ϕ dont
le noyau Kerϕ fixe le sous-corps re´el Q[
√
d], l’autre imaginaire ϕ∗,= ωϕ = ω¯ϕ dont
le noyau Kerϕ∗ fixe le sous-corps quadratique imaginaire k∗ = Q[
√−3d]. Si donc
τ de´signe la conjugaison complexe et σ l’unique e´le´ment non trivial de ∆ qui fixe
le corps cyclotomique Q[j], les quatre idempotents primitifs de l’alge`bre Z3[∆] sont
respectivement :
e1 =
1
4
(1 + τ)(1 + σ), eω =
1
4
(1− τ)(1 + σ),
eϕ =
1
4
(1 + τ)(1 − σ), eϕ∗ = 1
4
(1− τ)(1 − σ) ;
et les idempotents normiques associe´s aux trois sous-corps quadratiques Q[j],
k = Q[
√
d] et k∗ = Q[
√−3d] sont ainsi :
1
2 (1 + σ) = e1 + eω,
1
2 (1 + τ) = e1 + eϕ,
1
2 (1 + στ) = e1 + eϕ∗ .
Les extensions biquadratiques ci-dessus sont un cas particulier d’extensions a`
conjugaison complexe. Nous entendons par la` les corps de nombres totalement ima-
ginaires L qui sont extensions quadratiques d’un sur-corps totalement re´el du corps
de base F . Dans le contexte galoisien que nous conside´rons, la conjugaison com-
plexe τ engendre alors un sous-groupe ∆∞ d’indice 2 dans ∆ (ce qui suppose donc
que ℓ soit impair) et les idempotents associe´s e+ =
1
2 (1 + τ) et e− =
1
2 (1 − τ)
permettent d’e´crire tout Zℓ[∆]-module M comme somme directe de sa composante
re´elle M+ =M e+ et de sa composante imaginaire M− =M e− .
1.b. Rappels sur le groupe des classes logarithmiques
Nous rappelons brie`vement les principaux re´sultats sur les groupes de classes
logarithmiques que nous utilisons dans la suite (cf. [Ja6] pour les preuves).
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Pour chaque corps de nombres F , notons JF le ℓ-adifie´ du groupe des ide`les de
F , i.e. le produit restreint
JF =
∏res
p RFp
des compactifie´s ℓ-adiquesRFp = lim←−F
×
p /F
×ℓn
p des groupes multiplicatifs des com-
ple´te´s de F aux places non complexes.
Pour chaque place finie p le sous-groupe U˜Fp de RFp forme´ des normes cy-
clotomiques (i.e. des e´le´ments de RFp qui sont normes a` chaque e´tage fini de la
Zℓ-extension cyclotomique locale F
c
p/Fp) est le groupe des unite´s logarithmiques
locales de Fp et le produit
U˜F =
∏
p U˜Fp
est le groupe des unite´s logarithmiques ide´liques ; c’est aussi le noyau des valuations
logarithmiques
v˜p | x 7→ −Log |x|p
degF p
= −LogIw NFp/Qp(x)
degF p
respectivement de´finies sur les RFp et a` valeurs dans Zℓ obtenues en prenant le
logarithme d’ Iwasawa de la norme x dans l’extension locale Fp/Qp corrige´ par un
facteur degF p choisi de sorte a` assurer la surjectivite´ de v˜p.
Le quotient
DℓF = JF /U˜F
est, par de´finition, le ℓ-groupe des diviseurs logarithmiques de F ; il s’identifie, via
les valuations logarithmiques v˜p, au Zℓ-module libre
DℓF = ⊕p Zℓ p
construit sur les places finies de F et on note d˜ivF la surjection naturelle de JF
sur DℓF . On de´finit alors le degre´ d’un diviseur logarithmique d =
∑
p np p par la
formule degF d =
∑
p np degF p et l’on e´crit D˜ℓF = {d ∈ DℓF | degF d = 0 } le
sous-groupe des diviseurs logarithmiques de degre´ nul, qui contient en particulier
l’image P˜ℓF dans DℓF du sous-groupe de JF forme´ des ide`les principaux
RF = Zℓ ⊗Z F×.
On dit que P˜ℓF est le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux ; et le
quotient (conjecturalement fini )
C˜ℓF = D˜ℓF /P˜ℓF
est, par de´finition, le ℓ-groupe des classes logarithmiques du corps F . Enfin le noyau
E˜F = RF ∩ U˜F du morphisme d˜ivF de RF dans D˜ℓF est le groupe des unite´s
logarithmiques globales du corps F qui apparait dans la suite exacte :
1 // E˜F // RF
fdivF
// D˜ℓF // C˜ℓF // 1
Regardons maintenant les morphismes de transition qui conduisent a` la notion,
essentielle pour ce qui suit, de ramification logarithmique :
Soit doncN/F une extension arbitaire de corps de nombres. Pour chaque nombre
premier p, notons Q̂cp la Ẑ-extension cyclotomique de Qp, i.e. le compositum des Zq-
extensions cyclotomiques de Qp pour tous les premiers q. Soit alors p un premier de
F au-dessus de p puis P un premier de N au-dessus de p. Les indices de ramification
logarithmique e˜NP/Fp et d’inertie logarithmique f˜NP/Fp sont par de´finition les degre´s
relatifs
e˜NP/Fp = [NP : NP ∩ Q̂cpFp] & f˜NP/Fp = [NP ∩ Q̂cpFp : Fp].
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Il suit de la` que l’extension, N/F est logarithmiquement non ramifie´e en la place P,
c’est a` dire que l’on a e˜(NP/Fp) = 1, si et seulement si le corps local NP est contenu
dans la Ẑ-extension cyclotomique de Fp (i.e. si l’extension N/F est localement
cyclotomique en P). D’autre part, pour chaque q 6= p les indices pre´ce´dents pris au
sens classique ou au sens logarithmique ont la meˆme q-partie. Ils co¨ıncident donc
pour presque tout p (de fait pour p ∤ [Fp : Qp]).
Les analogues logarithmiques des morphismes de transition sont alors caracte´ri-
se´s comme suit : le morphisme d’extension ι˜N/F est donne´ par la formule :
ι˜N/F (p) =
∑
P|p e˜NP/FpP ,
tandis que la norme logarithmique N˜N/F est de´finie par l’identite´ :
N˜N/F (P) = f˜NP/Fp p .
Ces applications sont compatibles avec leurs analogues usuels entre RN and RF et
prennent place de ce fait dans les diagrammes commutatifs :
RN
fdivN−−−−→ D˜ℓN degN−−−−→ Zℓ RN
fdivN−−−−→ D˜ℓN degN−−−−→ ZℓyNN/F y eNN/F ∥∥∥ & xeιN/F xeιN/F x[N :F ]
RF
fdivF−−−−→ D˜ℓF degF−−−−→ Zℓ RF
fdivF−−−−→ D˜ℓF degF−−−−→ Zℓ.
Par passage au quotient, on obtient ainsi une description des morphismes de tran-
sition entre groupes de classes logarithmiques, ce qui permet en particulier, lorsque
l’extension N/F conside´re´e est galoisienne, d’estimer le nombre de points fixes (i.e.
de classes ambiges) ou de copoints fixes (i.e. de classes centrales), soit :
|GC˜ℓN | = |C˜ℓF |
∏
p∈Pl∞F
dabp (N/F )
∏
p∈Pl0F
e˜abp (N/F )
[N c : F c](E˜F : E˜F ∩NN/F RN )
κN/F (DℓIGN PℓN : D˜ℓ
IG
N PℓN),
ou` G est le groupe de Galois de l’extension ; dabp (N/F ) et e˜
ab
p (N/F ) sont res-
pectivement le degre´ et l’indice de ramification logarithmique de l’extension abe´-
lienne locale Nabp /Fp attache´e a` la place p ; et κL/K = (N locL/K : NL/KRL) de´signe
le nombre de noeuds de L/K (cf. [Ja6]), Th. 5.4). Enfin, dans le contexte galoisien
de´fini plus haut, cette formule admet e´videmment un raffinement composante par
composante, qui nous sera utile plus loin (cf. [JS2], Th. 10).
1.c. Introduction des noyaux e´tales sauvages
Classiquement les ℓ-noyaux e´tales sauvages6 sont de´finis pour i ≥ 1 comme les
noyaux des morphismes de localisation :
WK2i(F ) = Ker(H
2
e´t(O
S
F ,Zℓ(i + 1))→ ⊕p∈SH2e´t(Fp,Zℓ(i+ 1))) ;
ce qui, en termes de cohomologie galoisienne, s’e´crit encore :
WK2i(F ) = Ker(H
2(GSF ,Zℓ(i+ 1))→ ⊕p∈SH2(Fp,Zℓ(i+ 1))),
si S de´signe l’ensemble des places re´elles ou ℓ-adiques de F et Zℓ(i + 1) le (i + 1)-
ie`me tordu a` la Tate du groupe Zℓ. Par dualite´ de Poitou-Tate et monte´e dans la
ℓ-tour cyclotomique, P. Schneider (cf. [Sc]) en tire une description des WK2i(F )
comme groupe des copoints fixes d’un certain module d’Iwasawa tordu. En fait,
cette description s’e´tend sans peine aux indices ne´gatifs, ce qui permet de rede´finir
comme suit les ℓ-noyaux e´tales sauvages :
6 Cette appellation est due a` T. Nguyen Quang Do [Ng1].
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De´finition 1. Soit L un corps de nombres contenant les racines 2ℓ-ie`mes de l’unite´,
Lc = ∪n∈N L[µℓn ] sa Zℓ-extension cyclotomique et Γ le groupe procyclique Gal(Lc/L).
Notons Tℓ = lim←−µℓn le module de Tate construit sur les racines ℓ-primaires de
l’unite´, Tℓ = lim←−µ
∗
ℓn le module contagre´dient, i.e. le dual de Pontrjagin de la re´union
µℓ∞ des groupes µℓn . On de´finit alors le i-ie`me ℓ-noyau sauvage
7de L comme le quo-
tient des copoints fixes :
WK2i(L) ≃ Γ(T⊗iℓ ⊗Zℓ CLc),
ou` T⊗iℓ est la |i|-ie`me puissance tensorielle de Tℓ pour i ≥ 0 et de Tℓ pour i ≤ 0, et
CLc de´signe le groupe de Galois Gal(HcdLc/Lc) attache´ a` la pro-ℓ-extension abe´lienne
localement triviale maximale HcdLc de L
c.
Enfin, dans le contexte galoisien expose´ au de´but de l’article, on de´finit le i-ie`me
noyau sauvageWK2i(F ) d’un corps de nombres arbitraire F comme la 1-composante
WKe12i (L)du noyau correspondant attache´ au corps L.
Remarque. La monte´e dans la tour cyclotomique Lc/L ayant e´puise´ toute possibilite´
d’inertie aux places e´trange`res a` ℓ, le corps HcdLc n’est autre que la pro-ℓ-extension
abe´lienne maximale de Lc qui est non ramifie´e partout et comple`tement de´compose´e
aux places au-dessus de ℓ.
En particulier, le groupe CLc s’identifie a` la limite projective
CLc ≃ lim←−Cℓ
′
Ln
des ℓ-groupes de ℓ-classes Cℓ′Ln attache´s aux e´tages finis Ln de la tour cyclotomique
Lc/L, i.e. aux quotients des ℓ-groupes de classes (au sens ordinaire) CℓLn par leurs
sous-groupes respectifs engendre´s par les classes de ide´aux au-dessus de ℓ.
Cela e´tant, les groupes WK2i(F ) admettent l’interpre´tation suivante :
Proposition 2. Soient F un corps de nombres et ℓ un premier arbitraires.
(i) Pour i > 0, WK2i(F ) est fini comme i-e`me noyau sauvage de la K-the´orie.
(ii) Pour i = 0, WK0(F ) est le ℓ-groupe C˜ℓF des classes logarithmiques de F .
(iii) Pour i = −1, WK−2(F ) est le dual de Pontjagin du sous-groupe du radi-
cal kumme´rien Rad(Lcd/Lc) attache´ a` la pro-ℓ-extension abe´lienne localement
triviale maximale Lcd de Lc qui est engendre´ par des e´le´ments de F .
Preuve. Ces divers re´sultats sont essentiellement bien connus :
(i) Pour i > 0, l’interpre´tation des groupes WK2i(F ) en termes de K-the´orie
supe´rieure fait intervenir les caracte`res de Chern e´tales de´finis par C. Soule´
[So] et W. Dwyer & E. Friedlander [DF], puis conside´re´s par G. Banaszak
[Ba1] et T. Nguyen Quang Do [Ng2]. La finitude de WK2i(F ) est ainsi un
re´sultat profond qui prend appui sur les travaux de D. Quillen [Qu] et les
calculs d’A. Borel [Bo]. Le cas particulier i = 1 a e´te´ re´solu par J. Tate [Ta]
et repose sur le the´ore`me de finitude de Garland.
(ii) Pour i = 0, le groupe WK0(F ) n’est autre que le quotient des genres
ΓCF c
du groupe CF c relatif a` l’extension procyclique F c/F , i.e. le groupe de Galois
Gal(F lc/F c) attache´ a` la sous-extension maximale F lc de HcdF c comple`tement
de´compose´e sur F c et abe´lienne sur F . Autrement dit, c’est exactement le
ℓ-groupe des classes logarithmiques de´fini dans [Ja6]).
(iii) Conside´rons enfin le dual de Pontjagin du groupe WK−2(L). Nous avons :
Hom(WK−2(L),Qℓ/Zℓ) = HomΓ(Tℓ ⊗Zℓ CLc ,Qℓ/Zℓ) = HomΓ(CLc , µℓ∞).
Or, puisque CLc est le goupe de Galois Gal(Lcd/Lc) attache´ a` la pro-ℓ-extension
abe´lienne comple`tement de´compose´e partout (i.e. localement triviale) maxi-
male de Lc, son dual de Kummer Hom(CLc , µℓ∞) n’est autre que le radical
associe´ ; et il vient, comme annonce´ (cf. [Ja3]) :
7T. Nguyen Quang Do [Ng3] propose la notation H2iL.
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WK−2(L)
∗ = Rad(Lcd/Lc)Γ = {ℓ−k ⊗ x ∈ (Qℓ/Zℓ)⊗ L×| Lc[ ℓk√x ] ⊂ Lcd} ;
puis, en prenant les points fixes par ∆ = Gal(L/F ) :
WK−2(F )
∗ = Rad(Lcd/Lc)Γ×∆ = {ℓ−k⊗x ∈ (Qℓ/Zℓ)⊗F×| Lc[ ℓk√x ] ⊂ Lcd} ;
d’ou` le re´sultat annonce´.
2. Enonce´ de l’isomorphisme logarithmique et applications
Notre point de de´part est l’isomorphisme naturel de modules galoisiens qui relie
les noyaux e´tales sauvages au groupe des classes logarithmiques. Commenc¸ons donc
par l’e´noncer avec pre´cision dans le cadre galoisien qui nous inte´resse ici :
The´ore`me 3. Soit ℓ un nombre premier et F un corps de nombres dont la ℓ-tour
cyclotomique F [ζℓ∞ ]/F est procyclique. Si L est une extension abe´lienne de F de
groupe de Galois ∆ d’ordre d e´tranger a` ℓ, contenant le groupe µℓr des racines ℓ
r-
ie`mes de l’unite´ pour un r ≥ 1, il existe pour tout i ∈ Z un isomorphisme canonique
de Zℓ[∆]-modules
(⋆) ℓ
r
WK2i(L) =≃ µ⊗iℓr ⊗Zℓ C˜ℓL
entre le quotient d’exposant ℓr du noyau e´tale sauvage WK2i(L) et le tensorise´ i
fois par µℓr du ℓ-groupe des classes logarithmiques du corps L.
Remarque. Comme explique´ plus haut, l’isomorphisme annonce´ ne fait intervenir
aucun argument conjectural. En particulier, il ne pre´suppose vraie ni la conjecture
de Gross ge´ne´ralise´e (qui postule la finitude du groupe WK0(L) = C˜ℓL), ni celle de
Schneider (qui postule celle des groupes WK2i(F ) pour i < −1), ni a fortiori celle
de Leopoldt (qui n’intervient que pour i = −1)8.
En revanche, l’hypothe`se faite F [ζ2∞ ] = F
c est restrictive pour ℓ = 2.
Preuve du The´ore`me. C’est un simple exercice de the´orie d’Iwasawa. Introduisons la
Zℓ-extension cyclotomique L
c de L ; notons Γ = γZℓ le groupe de Galois Gal(Lc/L) ;
de´signons enfin par ∇r l’ide´al de l’alge`bre d’Iwasawa Λ = Zℓ[[γ − 1]] engendre´ par
γ − 1 et ℓr. Cela e´tant :
D’un coˆte´, les re´sultats de Schneider (cf. [Sc]) nous donnent l’isomorphisme :
WK2i(L) ≃ Γ(T⊗iℓ ⊗Zℓ CLc),
ou` T⊗iℓ de´signe la i-e`me puissance tensorielle du module de Tate Tℓ = lim←−µℓn
construit sur les racines d’ordre ℓ-primaire de l’unite´.
D’un autre coˆte´, la the´orie du corps de classes nous donne directement :
C˜ℓL ≃ ΓCLc ,
puisque C˜ℓL n’est autre que le quotient des genres associe´ a` CLc relativement a`
l’extension procycique Lc/L (cf. [Ja6]). Il vient donc :
ℓrWK2i(L) ≃ (T⊗iℓ ⊗Zℓ CLc)/∇r(T⊗iℓ ⊗Zℓ CLc)
≃ T⊗iℓ ⊗Zℓ (CLc/∇rCLc) ≃ T⊗iℓ ⊗Zℓ ℓ
rCℓL ≃ µ⊗iℓr ⊗Zℓ C˜ℓL,
comme annonce´, puisque par hypothe`se le groupe Γ ope`re trivialement sur µℓr .
2.a. Formules de rang et surjectivite´ de la descente
Commenc¸ons par e´noncer le The´ore`me 3 pour chaque composante isotypique.
The´ore`me 4. Soit F arbitaire9 et L comme plus haut. Pour chaque idempotent eϕ
de l’alge`bre Zℓ[∆] et i ∈ Z, il existe un isomorphisme de Zφ-modules :
8Les liens entre ces diverses conjectures sont de´taille´s en appendice.
9Sous la seule condition de procyclicite´ de sa 2-extension cyclotomique dans le cas ℓ = 2.
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ℓrWK
eϕω¯i
2i (L) ≃ ℓ
r C˜ℓeϕL ,
entre la ϕω¯i-composante du quotient d’exposant ℓr du noyau sauvage WK2i(L) et
la ϕ-composante du quotient d’exposant ℓr du groupe des classes logarithmiques.
En particulier, on a : ℓ
r
WK2i(F ) ≃ ℓr C˜ℓ
eϕωi
L .
Preuve. C’est la traduction directe du The´ore`me 3 composante par composante10.
Dans le cas particulier des corps biquadratiques L = Q[
√−3,√d] e´tudie´ par
Scholz, le The´ore`me ci-dessus prend une forme particulie`rement simple :
Corollaire 5. Soit k = Q[
√
d] un corps quadratique (re´el ou imaginaire, mais
distinct de Q[
√−3]) et k∗ = Q[√−3d] son reflet dans l’involution du miroir. Alors
pour chaque i > 0, les quotients d’exposant 3 des noyaux sauvages e´tales de k sont
donne´s a` partir des 3-goupes de classes logarithmiques de k et k∗ par :
3WK2i(k) ≃
{
µ⊗i3 ⊗Z3 C˜ℓk pour i pair,
µ⊗i3 ⊗Z3 C˜ℓk∗ pour i impair.
Remarque. Dans le cas du corps quadratique k = Q[
√−3], il vient directement :
3WK2i(k) ≃ µ⊗i3 ⊗Z3 C˜ℓk = 1,
puisque le corps cyclotomiqueQ[j] est 3-re´gulier donc 3-logarithmiquement principal
(cf. [GJ]). Tous les WK2i(k) ont donc dans ce cas une 3-partie triviale.
A l’instar de ce qui est fait dans [JS2], l’isomorphisme (⋆) permet de transpor-
ter aux noyaux e´tales sauvages les ine´galite´s du miroir sur les ℓ-rangs des classes
logarithmiques, qui ne sont en fin de compte que la transcription dans le cadre
logarithmique du tre`s classique Spiegelungssatz de Leopoldt :
Proposition 6. Supposons F totalement re´el et L a` conjugaison complexe i.e.
extension quadratique totalement imaginaire d’un sur-corps totalement re´el de F .
Alors, pour chaque caracte`re ℓ-adique irre´ductible imaginaire ϕ du groupe ∆, on a
les ine´galite´s entre Fφ-dimensions des composantes isotypiques :
0 ≤ dimFφ ℓWK
eϕω¯i
2i (L)− dimFφ ℓWK
eϕ∗ω¯i
2i (L) ≤ [F : Q].
Preuve. D’apre`s l’isomorphisme (⋆), la diffe´rence conside´re´e s’e´crit encore :
dimFφ
ℓC˜ℓeϕL − dimFφ ℓC˜ℓ
eϕ∗
L .
Le re´sultat annonce´ re´sulte donc directement du The´ore`me 4 de [JS2].
Corollaire 7. Prenons F = Q et L = Q[ζℓ]. Le groupe de Galois ∆ est alors
cyclique d’ordre ℓ − 1 et ses caracte`res ℓ-adiques irre´ductibles ϕ sont de dimension
1. Pour chaque ϕ re´el, on a donc l’ine´galite´ entre ℓ-rangs des noyaux sauvages :
0 ≤ rgℓ ℓWK
eϕ∗ω¯i
2i (L) − rgℓ ℓWK
eϕω¯i
2i (L) ≤ 1.
Corollaire 8. Prenons F = Q et L = Q[
√
d,
√−3]. Notons k = Q [√d] le sous-
corps quadratique re´el de L et k∗ = Q[
√−3d] son reflet. Il vient alors :
0 ≤ rg3 3WK4i(k)− rg3 3WK4i(k∗) = rg3 3WK4i+2(k∗)− rg3 3WK4i+2(k) ≤ 1.
Notons d’autre part qu’il est possible, sous certaines conditions de de´duire de
l’isomorphisme (⋆) des re´sultats plus forts sur les groupes tout entiers :
Proposition 9. Conservons les notations du The´ore`me 4 et supposons que pour
un caracte`re ℓ-adique irre´ductible ϕ du groupe ∆, la ϕ-composante du ℓ-groupe des
classes logarithmiques C˜ℓL soit finie, disons d’ordre ℓsϕ . Alors :
10On retrouve ainsi en particulier les re´sultats de pe´riodicite´ obtenus par M. Kolster [Ko3].
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(i) Si l’on a sϕ < r, la ϕω¯
i-composante de WK2i(L) est encore finie et on a :
WK
eϕω¯i
2i (L) ≃ C˜ℓ
eϕ
L .
(ii) Si l’on a sϕ ≤ r, la meˆme conclusion vaut encore sous re´serve d’injectivite´ 11
du morphisme d’extension : WK
eϕω¯i
2i (L)→WK
eϕω¯i
2i (L[ζℓr+1 ]).
Preuve. Identique mutatis mutandis a` celle du The´ore`me 7 de [JS2].
Expliquons enfin comment l’isomorphisme (⋆) permet de re´soudre tre`s simple-
ment la question de la surjectivite´ du morphisme de descente (ou corestriction) dans
une extension arbitraire de corps de nombres (cf. [Ka]) :
Proposition 10. Soit F un corps de nombres arbitraire et N une extension de F
ayant pour degre´ une puissance de ℓ (mais non ne´cessairement galoisienne). Soit
L abe´lienne sur F , de groupe ∆, de degre´ relatif d e´tranger avec ℓ, contenant les
racines 2ℓ-ie`mes de l’unite´, et LN le compositum de L et de N . Alors, pour tout
i ∈ Z l’application canonique de corestriction TrN/F
WK2i(N)→WK2i(F )
est surjective si et seulement si LN/L ne contient pas de sous-extension cyclique
de degre´ ℓ et isotypique12 de caracte`re ωi qui soit logarithmiquement non ramifie´e
et disjointe de Lc/L. En particulier, lorsque l’extension N/F conside´re´e est galoi-
sienne, on a toujours TrN/F (WK2i(N)) =WK2i(F ) de`s qu’on a ω
i 6= 1.
Preuve. Prenant, en effet, les 1-composantes, nous obtenons imme´diatement :
WK2i(F )/T rN/F (WK2i(N))WK2i(F )
ℓ ≃ C˜ℓeωiL /N˜LN/L(C˜ℓ
eωi
LN)C˜ℓ
eωi ℓ
L .
Et la the´orie du corps de classes (cf. [Ja7]) nous donne bien le re´sultat annonce´, en
vertu de l’interpre´tation de C˜ℓL comme groupe de Galois Gal(Llc/Lc) attache´ a` la
ℓ-extension abe´lienne logarithmiquement non ramifie´e maximale de L.
2.b. Trivialite´ des noyaux e´tales supe´rieurs
Une autre application essentielle de l’isomorphisme (⋆) est de caracte´riser en
termes de classes logarithmiques la trivialite´ des diverses composantes isotypiques
des ℓ-noyaux e´tales sauvages, puisque, dans le contexte galoisien pre´cise´ plus haut,
on a e´videmment l’e´quivalence :
WK
eϕω¯i
2i (L) = 1 ⇔ ℓWK
eϕω¯i
2i (L) = 1 ⇔ ℓC˜ℓ
eϕ
L = 1 ⇔ C˜ℓ
eϕ
L = 1.
En particulier, on dispose la` d’un moyen d’e´tudier la trivialite´ de WK2i(F ) pour
n’importe13 quel corps de nombres F , et notamment la propagation de cette trivia-
lite´ dans une ℓ-extension de tels corps, en transportant par l’isomorphisme (⋆) la
formule des classes logarithmiques centrales (cf. [JS2]). Il vient ainsi :
The´ore`me 11. Soit N/F une ℓ-extension de corps de nombres de groupe de Galois
G et LN/F l’extension obtenue par composition avec une extension abe´lienne L/F ,
de groupe ∆, de degre´ d relatif e´tranger avec ℓ, contenant les racines 2ℓ-ie`mes de
l’unite´. Alors, pour tout caracte`re ℓ-adique irre´ductible ϕ 6= 1 du groupe ∆, on a
l’e´quivalence :
WK
eϕω¯i
2i (LN) = 1⇔
{
WK
eϕω¯i
2i (L) = 1 &
(E˜eϕLN : E˜eϕLN ∩ N locLN/L) =
∏
p e˜
ab
p (N/F )
<ϕ,χp>,
ou` e˜abp (LN/L) de´signe l’indice de ramification logarithmique abe´lianise´ de laplace
p de F dans l’extension N/F et χp l’induit a` ∆ du caracte`re unite´ de son sous-
groupe de de´composition ∆p dans L/F , tandis que E˜LN est le groupe des unite´s
logarithmiques du corps LN et N locLN/L le groupe des normes locales dans NL/L.
11Cette injectivite´ sera discute´e plus loin en liaison avec l’e´tude des noyaux de capitulation.
12 C’est a` dire dont le groupe de Galois est un Zℓ[∆]-module isotypique.
13Toujours sous la seule condition de procyclicite´ de la 2-extension cyclotomique pour ℓ = 2.
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Preuve. Il suffit de transporter par l’isomorphisme (⋆) le The´ore`me 10 de [JS2].
Remarque. Outre des simplifications techniques permettant de tuer la contribution
e´ventuelle du groupes des noeuds relatif a` l’extension LN/L, l’hypothe`se ϕ 6= 1
assure essentiellement la validite´ de la descente :
WK
eϕω¯i
2i (LN) = 1 ⇒ WK
eϕω¯i
2i (L) = 1.
Sans surprise, la monte´e tout au contraire met en jeu de fac¸on non triviale l’arith-
me´tique (logarithmique) de l’extension conside´re´e.
On observera que pour ϕ = 1, en revanche, la descente peut eˆtre en de´faut :
c’est en particulier le cas lorsque le corps de base F n’est pas logarithmiquement
principal mais posse`de une ℓ-tour localement cyclotomique finie, i.e. une ℓ-extension
(finie) qui est logarithmiquement principale (cf. [JS1]).
Scolie 12. Les conclusions du The´ore`me valent encore pour ϕ = 1, de`s lors qu’une
au moins des places de F se ramifie totalement (au sens logarithmique) dans l’ex-
tension N/F .
Preuve. Cette hypothe`se ane´antit, en effet, tous les facteurs parasites (cf. [Ja6].
Corollaire 13. Supposons que l’extension L/F soit a` conjugaison complexe. Alors,
pour tout caracte`re imaginaire irre´ductible ϕ 6= ω, on a l’e´quivalence :
WK
eϕω¯i
2i (LN) = 1 ⇔ WK
eϕω¯i
2i (L) = 1 & < ϕ, χp >= 0 ∀ p ∈ R˜N/F ,
ou` R˜N/F est l’ensemble des places de F logarithmiquement ramifie´es dans N/F .
Et la meˆme e´quivalence vaut pour ϕ = ω, a` ceci pre`s que l’on peut avoir dans
ce cas < ϕ, χp > 6= 0 en une place p◦ de R˜N/K au plus, qui ve´rifie en outre :
(µL : µL ∩ N locLN/L) = e˜abp◦(N/F )<ω,χp>.
Preuve. Il suffit d’observer que les seules unite´s logarithmiques imaginaires sont les
racines de l’unite´, qui forment un Zℓ[∆]-module isotypique de caracte`re ω.
Corollaire 14. Supposons ℓ impair, F totalement re´el et prenons L = F [ζℓ]. Soit
N une ℓ-extension (galoisienne) arbitaire de F . Alors :
(i) Pour i 6≡ 1 [mod d] impair, on a WK2i(N) = 1 si et seulement si les deux
conditions suivantes sont re´unies :
(i,a) WK2i(F ) = 1 et
(i,b) les places p de F logarithmiquement ramifie´es dans N/F ne sont pas com-
ple`tement de´compose´es dans la sous-extension LKerω
i
/F .
(ii) Pour i ≡ 1 [mod d], ces deux conditions doivent eˆtre remplace´es par :
(ii,a) WK2i(F ) = 1 et
(ii,b) Une place au plus p◦ de F est a` la fois logarithmiquement ramifie´e dans
N/F et comple`tement de´compose´e dans L/F ; de plus on a alors :
e˜abp◦(N/F ) = (µL : µL ∩ N locLN/L).
Preuve. C’est imme´diat d’apre`s le corollaire 13 applique´ avec ϕ = ωi, la condition
d’orthogonalite´ < ωi, χp, >= 0 exprimant simplement la non trivialite´ de ω
i sur le
sous-groupe de de´composition ∆p de la place p dans l’extension L/F .
A l’oppose´, la The´orie des Genres fournit e´galement une minoration du rang :
Proposition 15. Soit F un corps de nombres arbitraire et ℓ un nombre premier.
Alors F posse`de une infinite´ de ℓ-extensions cycliques N de degre´ ℓ dont tous les
noyaux sauvages WK2i(N) ont un ℓ-rang arbitrairement grand.
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Preuve. Il suffit de transporter par (⋆) les minorations du rang logarithmique don-
ne´es par la The´orie des Genres, dont le principe est le suivant : La suite exacte
des classes logarithmiques centrales (cf. [Ja6]) applique´e dans une ℓ-extension cy-
clique N/F de corps de nombres fait apparaˆıtre plusieurs termes dont tous ont une
contribution explicitement borne´e, a` l’exclusion du terme de ramification d’ordre∏
p e˜Np/Fp qui est arbitrairement grand avec le nombre de ramifie´s. Concre`tement,
un calcul sans surprise mene´ composante par composante dans l’extension compose´e
NL/L avec L = F [ζℓ] donne
14 :
rgℓWK2i(N) = rgℓC˜ℓ
eωi
NL ≥ rgℓGC˜ℓ
eωi
NL ≥< ωi,
∑
p∈ eRN/F
χp −
∑
p|∞ χp − 1 >,
d’ou` le re´sultat, le caracte`re
∑
p∈ eRN/F
χp pouvant eˆtre pris arbitrairement grand
avec le nombre de places ramifie´es (au sens ordinaire ou logarithmique).
2.c. Le proble`me de la capitulation
Venons en maintenant au noyau du morphisme d’extension de´ja` e´tudie´ par J.
Coates, R. Greenberg, B. Kahn, T. Nguyen quang Do ou l’auteur [Ja4] dans divers
contextes. Du point de vue de la The´orie d’Iwasawa, la question de la capitulation
pour les noyaux e´tales sauvages dans une Zℓ-extension se pre´sente comme suit :
On dispose d’un module noethe´rien X sur l’alge`bre d’Iwasawa Λ = Zℓ[[γ − 1]]
attache´e a` un groupe procyclique Γ = γZℓ ; on note ωn = γ
ℓn − 1 ; et on s’inte´resse
aux noyaux des morphismes de transition Capn = Ker(Xn 7→ Xm) pour m ≫
n ≫ 0 induits par la multiplication par ωm/ωn entre les quotients Xn = X/ωnX
et Xm = X/ωmX pour n et m − n assez grands ; ce qui revient a` conside´rer le
noyau Capn = Ker(Xn 7→ X∞) du morphisme d’extension a` valeurs dans la limite
inductive X∞ des Xn. Notant T le plus grand Λ-sous-module fini
15 de X , on a, par
un calcul e´le´mentaire :
Capn = {x+ ωnX | (ωm/ωn) x = 0} =
m≫n
(T + ωnX)/ωnX ≃
n≫0
T ,
ou` l’on voit que non seulement les groupes Capn sont borne´s (comme l’a montre´
Iwasawa pour les groupes de classes) mais qu’ils sont ultimement isomorphes et que
leur limite projective a une interpre´tation tre`s simple. Lorsque, de plus, le groupe
X est un Zℓ-module noethe´rien
16, ce qui est la situation standard pour la limite
projective des ℓ-groupes de classes d’ide´aux dans la Zℓ-extension cyclotomique d’un
corps absolument abe´lien, d’apre`s un re´sultat de Ferrero et Washington conjecture´
pour tout corps de nombres (cf. [Wa]), on peut meˆme dire mieux : d’apre`s [JG], en
effet, il existe alors une famille (αj)j=1,...,λ d’entiers relatifs tels qu’on ait, pour tout
n assez grand :
Xn ≃
(⊕λj=1 Z/ℓn+αjZ) ⊕ Capn ;
de sorte que Capn ≃ T est alors un facteur direct du Zℓ-module Xn.
Enfin, dans le contexte galoisien qui nous inte´resse, les groupes X que nous
conside´rons sont naturellement des Λ[∆]-modules, ce qui permet de ge´ne´raliser les
re´sultats ci-dessus aux diverses composantes isotypiques regarde´es comme Zφ[[γ −
1]]-modules, ainsi qu’il est fait dans [Ja2]. Il vient ainsi :
The´ore`me 16. Soit F un corps de nombres arbitraire et L une extension abe´lienne
de F , contenant les racines 2ℓ-ie`mes de l’unite´, de groupe de Galois ∆, de degre´
relatif d e´tranger avec ℓ, puis F∞ = ∪n∈NFn la Zℓ-extension cyclotomique de F
et L∞ = ∪n∈NLn celle de L. Notons Λ[∆] = Zℓ[[γ − 1]][∆] l’alge`bre d’Iwasawa
construite sur un ge´ne´rateur topologique γ du groupe procyclique Γ = Gal(L∞/L) ≃
14L’ine´galite´ vaut pour ℓ impair ; et a` 1 pre`s pour ℓ = 2, ce qui est donc sans conse´quence.
15Autrement dit, le noyau des morphismes de localisation X 7→ X℘, ou` ℘ de´crit l’ensemble des
ide´aux premiers de hauteur 1 de l’anneau Λ.
16C’est a` dire un Λ-module de torsion dont l’invariant mu d’Iwasawa est trivial.
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Gal(F∞/F ) et TL∞ le Λ[∆]-sous-module fini du groupe de Galois CL∞ = lim←−C˜ℓLn
de la ℓ-extension abe´lienne comple`tement de´compose´e maximale de L∞. Avec ces
notations :
(i) Le Zℓ[∆]-module TL∞ est la limite projective lim←− C˜apLn des groupes de capi-
tulation logarithmique C˜apLn = Ker (C˜ℓLn 7→ C˜ℓL∞).
(ii) Les noyaux de capitulation CWK2i(Ln) = Ker (WK2i(Ln) 7→ WK2i(L∞))
sont donne´s pour tout n≫ 0 et tout i ∈ Z par l’isomorphisme galoisien :
CWK2i(Ln) ≃ T⊗iℓ ⊗ TL∞ ≃ T⊗iℓ ⊗ C˜apLn.
Scolie 17. Si en outre le groupe CL∞ est de type fini sur Zℓ (i.e. si l’invariant mu
d’Iwasawa attache´ aux ℓ-groupes de classes au sens ordinaire dans la tour L∞/L est
nul), le sous-module CWK2i(Ln) est un facteur direct du Zℓ[∆]-module WK2i(Ln)
pour tout n assez grand ; et on a pour tous r ≥ 1 et n≫ 0 :
ℓrWK
eϕ
2i (Ln) ≃
(
Zφ/ℓ
rZφ
)λϕω¯i ⊕ ℓrT eϕω¯iLn ,
ou` λϕω¯i est l’invariant lambda d’Iwasawa
17attache´ au Zφ[[γ − 1]]-module Cϕω¯
i
L∞
.
Preuve. L’assertion (i) s’obtient en appliquant ce qui pre´ce`de au Λ[∆]-module CL∞ ;
l’assertion (ii) en l’appliquant au module tordu T⊗iℓ ⊗CL∞ dont le plus grand sous-
module fini est e´videmment T⊗iℓ ⊗ TL∞ . Enfin le Scolie s’ensuit par spe´cialisation
aux ϕω¯i-composantes, sous re´serve de trivialite´ de la ϕω¯i-partie µϕω¯i de l’invariant
mu d’Iwasawa.
Remarque. Comme e´tabli dans [Ja2] (et ge´ne´ralise´ dans [JMa]), le groupe CL∞
(et plus ge´ne´ralement tous les ℓ-groupes CST (L∞) = lim←−Cℓ
S
T (Ln) de S-classes T -
infinite´simales) ont meˆme invariant18 mu d’Iwasawa que le groupe lim←−CℓLn.
Corollaire 18. Avec les notations du The´ore`me, la ϕ-partie du noyau de capitula-
tion sauvage est donne´ pour n ≫ 0, a` partir de la cohomologie des unite´s logarith-
miques, par l’isomorphisme de Zφ-modules :
CWK
eϕ
2i (Ln) ≃ H1(Γn, E˜
eϕωi
L∞
).
En particulier, lorsque l’extension L/F est a` conjugaison complexe, les groupes
e´tales re´els CWK4i+2(F ) et les groupes imaginaires CWK
−
4i(L) sont triviaux.
Remarque. On retrouve la` le re´sultat de trivialite´ de Kolster et Movahhedi [KM].
Preuve. Les unite´s logarithmiques imaginaires se re´duisent, en effet, aux racines de
l’unite´, lesquelles sont cohomologiquement triviales dans la tour L∞/L.
Corollaire 19. Lorsque l’extension L/F est a` conjugaison complexe, et sous les
conjectures d’Iwasawa et de Greenberg dans la tour L∞/L, aucun des groupes CWK4i(Fn)
ou CWK−4i+2(Ln) ne peut eˆtre ultimement trivial sans que tous les groupesWK4i(Fn)
et WK−4i+2(Ln) ne le soient e´galement.
Preuve. Rappelons (cf. appendice) que sous les conjectures d’Iwasawa et de Green-
berg, l’invariant mu et la partie plus de l’invariant lambda associe´s au groupe CL∞
sont nuls ; les groupes C˜ℓeϕLn attache´s aux caracte`res re´els sont alors d’ordre borne´ ;
et d’apre`s le Scolie il en va de meˆme des groupes WK
eϕωi
2i (Ln) qui co¨ıncident donc
avec leurs sous-groupes de capitulation respectifs CWK
eϕωi
2i (Ln).
17C’est a` dire la dimension sur le corps des fractions Qφ de Zφ du Qφ-espace Qφ ⊗Zφ C
ϕω¯i
L∞
18Il s’agit donc de l’invariant mu d’Iwasawa habituel.
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Appendice
Les conjectures standard de la The´orie d’Iwasawa
La principale conjecture sur les noyaux e´tales sauvages s’e´nonce comme suit :
Conjecture 20. Les groupes W2i(F ) sont finis pour tout corps de nombres F .
Remarques. De fait la conjecture ci-dessus re´unit plusieurs re´sultats classiques :
(i) Pour i > 1, la finitude des noyaux sauvagesWK2i(F ), est un re´sultat profond
de K-the´orie supe´rieure, comme explique´ plus haut dans la section 1.c (cf. [Ko4]).
(ii) Pour i = 1, la finitude du noyau sauvage WK2(F ), nague`re conjecture prin-
cipale, est une conse´quence d’un the´ore`me de Garland (cf. [Ta], [Sc]).
(iii) Pour i = 0, la finitude deWK0(F ) = C˜ℓF n’est rien d’autre que la conjecture
de Gross ge´ne´ralise´e (cf. [Ja6]).
(iv) Pour i = −1, la finitude de WK−1(F ) est une forme e´quivalente mais peu
connue de la conjecture de Leopoldt pour le corps F .
(v) Pour i < −1 enfin, la finitude des noyaux WK2i(F ) constitue a` proprement
parler la conjecture de Schneider (cf. [Sc]).
Preuve de (iv). D’apre`s [Ja7], une fac¸on d’e´noncer la conjecture de Leopoldt dans le
corps F consiste a` e´crire la trivialite´ du groupe des unite´s infinite´simales :
E∞F = {ε ∈ Zℓ ⊗Z EF | εl = 1 ∀l | ℓ},
qui en constitue pre´cise´ment le groupe de de´faut. Cela e´tant, puisque le groupe
WK−1(F ) est de type fini, son dual de Pontjagin WK−1(F )
∗ est de cotype fini et
affirmer la finitude de WK−1(F ) revient a` postuler que le sous-module divisible
maximal de WK−1(F )
∗ est trivial. L’e´quivalence re´sulte donc du lemme :
Lemme 21. On a : (WK−1(F )
∗)div = (Qℓ/Zℓ)⊗Zℓ E∞F .
Preuve. Prenons L = F [ζ2ℓ] comme plus haut et observons que si ℓ
−k ⊗ x est
divisible dans WK−1(F )
∗, l’extension procyclique Lc[ ℓ
∞
√
x ]/Lc n’est localement
triviale partout que si x est une unite´ en dehors de ℓ et une racine de l’unite´ aux
places divisant ℓ, c’est a` dire finalement que pour ℓ−k ⊗ x ∈ (Qℓ/Zℓ)⊗Zℓ E∞F .
De la description de Schneider WK2i(L) ≃ Γ(T⊗iℓ ⊗Zℓ CLc), il suit :
Scolie 22. Le corps F e´tant donne´, soit L = F [ζ2ℓ] comme plus haut. Fixons
un ge´ne´rateur topologique γ du groupe Γ = Gal(Lc/L) ≃ Gal(F c/F ) ; notons
Λ[∆] = ⊕Λϕ l’alge`bre d’Iwasawa Zℓ[∆][[γ − 1]] et κ le caracte`re de l’action de
Γ sur les racines de l’unite´. Avec ces notations, la finitude du groupe WK
eϕ
2i (L)
traduit directement le fait que κ−i(γ) n’est pas racine du polynoˆme caracte´ristique
Pϕω¯i(γ) ∈ Zφ[γ] attache´ au Λφ-module Ceϕω¯iL .
La conjecture de Greenberg sur les classes des corps totalement re´els est, de fait,
beaucoup plus radicale pour ce qui est des composantes re´elles :
Conjecture 23. Soit F totalement re´el et L = F [ζ2ℓ] comme plus haut. On a
alors : degPϕω¯i(γ) = 0, i.e. Pϕω¯i(γ) ∈ Zφ, de`s que le caracte`re ϕω¯i est re´el.
Preuve. Rappelons que la conjecture de Greenberg postule la nullite´ de l’invariant
lambda d’Iwasawa attache´ a` la limite projective lim←−CℓFn des ℓ-groupes de classes
au sens ordinaire dans la Zℓ-extension F∞/F d’un corps de nombres totalement
re´el ou, ce qui revient au meˆme, de la partie plus de l’invariant lambda du groupe
lim←−CℓLn pour un corps L a` conjugaison complexe. A fortiori donc en est-il de meˆme
lorsqu’on remplace la limite projective pre´ce´dente par son quotient CL∞ . D’ou` la
conse´quence e´nonce´e, l’invariant lambda d’un Λ-module n’e´tant autre que le degre´
de son polynoˆme caracte´ristique.
13
Enfin la conjecture d’Iwasawa19 sur les invariants mu (cf. [Iw]) s’e´crit :
Conjecture 24. Le groupe CF∞ est de type fini sur Zℓ pour tout F ; en d’autres
termes, son invariant mu est nul. En particulier, dans le contexte galoisien ci-dessus,
les noyaux e´tales sauvages WK2i(Ln) attache´s aux divers e´tages de la tour L∞/L
ont un ℓ-rang borne´ inde´pendamment de n et de i.
Preuve. D’apre`s [Ja1], les deux groupes lim←−CℓLn et CF∞ ont meˆme invariant µ.
Re´unissant les conjectures d’Iwasawa et de Greenberg, nous obtenons ainsi :
Conjecture 25. Soient F un corps de nombres totalement re´el puis L comme plus
haut abe´lien sur F et contenant les racines 2ℓ-ie`mes de l’unite´. Alors :
(i) Les ℓ-noyaux e´tales sauvages WK4i(Fn) sont d’ordre borne´ inde´pendamment
de n et de i dans la Zℓ-extension cyclotomique F∞ = ∪n∈N Fn.
(ii) Le meˆme re´sultat vaut pour les composantes imaginaires WK−4i+2(Ln) des
ℓ-noyaux WK4i+2(Ln) dans la Zℓ-extension cyclotomique L∞ = ∪n∈N Ln.
Scolie 26. Les meˆmes groupes WK4i(Fn) (resp. WK
−
4i+2(Ln)) sont ainsi ultime-
ment isomorphes et co¨ıncident avec leurs sous-groupes respectifs de capitulation.
Remarque. Ce dernier re´sultat a d’important conse´quences heuristiques sur les for-
mules de translation du genre a` la Riemann-Hurwitz dans les ℓ-extensions de corps
surcirculaires (i.e. de Zℓ-extensions cyclotomiques de corps de nombres) :
Dans un article de synthe`se sur ces diverses formules [JMi], nous avons montre´, en
effet, que leur de´monstration se rame`ne au cas cyclique de degre´ premier, pour lequel
l’information est code´e par le quotient de Herbrand des unite´s20, dont l’expe´rience
montre que le calcul est impraticable de`s qu’il est non-trivial. C’est pourquoi, depuis
Kida et Iwasawa, on se restreint aux seules composantes imaginaires, pour qui le
groupe des unite´s se re´duit au sous-groupe des racines.
Dans [Ng2], T. Nguyen Quang Do propose de contourner cette difficulte´ en
raisonnant sur les noyaux sauvages. Mais une clef du calcul est l’injectivite´ des
morphismes d’extension WK2i(Fn) 7→ WK2i(N∞), qui suppose bien e´videmment
la trivialite´ des noyaux de capitulation CWK2i(Fn). Pour les groupes WK4i(Fn),
l’hypothe`se est bien ve´rifie´e d’apre`s le Corollaire 17, mais dans ce cas le re´sultat
n’apporte rien de plus que la formule de Kida ; pour les groupes WK4i+2(Fn), en
revanche, elle ne peut l’eˆtre sous les conjectures pre´ce´dentes que si ces groupes sont
ultimement triviaux, auquel cas le calcul est sans inte´reˆt. En fin de compte, la pers-
pective propose´e apparait de ce fait quelque peu illusoire eu e´gard aux conjectures
standard.
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